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Аннотация. На основе модифицированного уравнения Лагранжа для относи-
тельного движения двух взаимодействующих материальных точек введено пред-
ставление о пространственно-энергетическом параметре (Р-параметре), который
является комплексной характеристикой важнейших атомных величин. Установле-
ны волновые свойства Р-параметра, дано его волновое уравнение, имеющее фор-
мальную аналогию с уравнением Ψ-функции. Получены некоторые корреляции зна-
чений Р-параметра с функциями Лагранжа и Гамильтона. Используя методологию
Р-параметра, проведены многочисленные расчеты равновесно-обменных структур-
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Введение

Получение зависимости между энерге-
тическими параметрами свободных атомов и
степенью структурных взаимодействий в про-
стых и сложных системах является одной из
стратегических задач физико-химии. Класси-
ческая физика и квантовая механика широко
используют с этой целью кулоновские взаи-
модействия и их разновидности.

Так, в [5] к электронно-конформационным
взаимодействиям в биосистемах относят вза-
имодействия Ван-дер-ваальса, ориентационные
и заряд-дипольные взаимодействия. И как ча-
стный случай – обменно-резонансный перенос
энергии. Но ведь биологические и многие кла-
стерные системы в структурной основе элект-
ронейтральные. И для них основное значение
имеют равновесно-обменные пространствен-
но-энергетические взаимодействия не кулонов-
ского типа, то есть это не зарядные электро-
статические процессы.

Идут структурные взаимодействия сум-
марных электронных плотностей валентных
орбиталей соответствующих конформацион-
ных центров – процессы равновесного пере-
текания электронных плотностей за счет пе-
рекрывания их волновых функций.

Еще Гайзенберг и Дирак [17] предложи-
ли обменный гамильтониан, выведенный в
предположении о прямом перекрывании вол-
новых функций взаимодействующих центров:

210 SSIH  ,

где H – спиновый оператор изотропного обменно-
го взаимодействия для пары атомов; I0– постоян-
ная обмена; S1 и S2– интегралы перекрывания вол-
новых функций.

В этой модели электростатические вза-
имодействия моделируются эффективным
обменным гамильтонианом, действующим в
пространстве спиновых функций.

Такой подход нашел в частности примене-
ние к анализу структурных взаимодействий в
кластерных системах [6]. В работах Андерсо-
на [11] показано, что в соединениях переходных

элементов, когда расстояние между парамагнит-
ными ионами значительно превышает сумму их
ковалентных радиусов идут «сверхобменные»
процессы перекрывания орбиталей катионов
через анион, находящийся между ними.

В данной работе аналогичные равновес-
но-обменные процессы оцениваются через
представление о пространственно-энергети-
ческом параметре – Р-параметре.

1. О двух принципах сложения
энергетических характеристик

взаимодействий

Анализ кинетики разнообразных физико-
химических процессов показывает, что во
многих случаях складываются обратные ве-
личины скоростей, кинетических или энерге-
тических характеристик соответствующих
взаимодействий.

Некоторые примеры: амбиполярная диф-
фузия, суммарная скорость топохимической
реакции, изменение скорости света при пере-
ходе из вакуума в данную среду, эффектив-
ная проницаемость биомембран.

В частности, такое предположение под-
тверждается формулой вероятности процес-
са переноса электрона )( W  за счет перекры-
вания волновых функций 1 и 2 (в стационар-
ном состоянии) при электронно-конформаци-
онных взаимодействиях:

21

21

2
1

WW
WWW


 . (1)

Уравнение (1) используется при оценке
характеристик процессов диффузии, сопровож-
дающейся безизлучательными переносами
электронов в белках [5].

А также: «Из классической механики
известно, что относительное движение двух
частиц с энергией взаимодействия U(r) про-
исходит как движение материальной точки с
приведенной массой m:

21

111
mm




(2)

ных взаимодействий (в том числе и для наносистем), показана применимость этой
модели к оценке их интенсивности.

Ключевые слова: уравнения Лагранжа, волновые функции, пространственно-энер-
гетический параметр, электронная плотность, структурные взаимодействия.
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в поле центральной силы U(r), а общее посту-
пательное движение – как свободное движе-
ние материальной точки с массой:

m = m1+ m2. (3)

Такое положение вещей имеет место и в
квантовой механике» [1].

Задача двухчастичных взаимодействий,
происходящих по линии связи, была решена
еще во времена Ньютона и Лагранжа:

),(
22 12

2
22

2
11 rrUvmvmE  (4)

где Е – полная энергия системы, первый и второй
члены – кинетические энергии частиц, третий
член – потенциальная энергия между частицами
1 и 2; вектора 2r  и 1r  – характеризуют расстояния
между частицами в конечном и начальном со-
стояниях.

Для движущихся термодинамических
систем первое начало термодинамики имеет
вид [10]:

,δ
2

δ
2
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 (5)

где dE – количество энергии, сообщенное системе;

член 









2

2mvUd  – характеризует изменения внут-

ренней и кинетической энергий системы; +dA –
работа, выполненная системой; –dA – работа, со-
вершенная над системой.

Так как величина работы численно рав-
на изменению потенциальной энергии, то:

+dA=–DU  и  –dA=+DU. (6, 7)

Вероятно, не только в термодинамичес-
ких, но и во многих других процессах в дина-
мике взаимодействия движущихся частиц
важно не только значение потенциальной энер-
гии, а ее изменение, поэтому по аналогии с
уравнением (4) должно выполняться для двух-
частичных взаимодействий:

.UvmvmdЕ 
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Здесь
DU + U2 – U1, (9)

где U2 и U1 – потенциальные энергии системы в
конечном и начальном состояниях.

При этом отсчет полной энергии (Е) и

кинетической энергии 







2

2mv
 может идти с их

нулевого значения и тогда в уравнении (4) мо-
дифицируется только последний член.

Был проведен анализ характера измене-
ния величины потенциальной энергии по ее
знаку для различных потенциальных полей,
приведенный в таблице 1.

Из таблицы видно, что значения – DU и
соответственно +dA (положительная работа)
соответствуют взаимодействиям, происходя-
щим по градиенту потенциала, а DU и DU (от-
рицательная работа) имеют место при взаи-
модействиях против градиента потенциала.

Решение двухчастичной задачи взаимо-
действий двух материальных точек с масса-
ми m1 и m2, полученное при условии отсутствия
внешних сил, соответствует взаимодействи-
ям, которые идут по градиенту, работа поло-
жительная, совершается системой (аналогич-
но процессу притяжения в гравитационном
поле) (см. табл. 1).

Решением этого уравнения через приве-
денную массу (m) является [4] уравнение Лаг-
ранжа для относительного движения изолиро-
ванной системы двух взаимодействующих ма-
териальных точек с массами m1 и m2, которое
в координате х имеет вид:

.
mmx

Ux
21

11
μ
1;μ 






Здесь U – взаимная потенциальная энер-
гия материальных точек; m – приведенная мас-
са. При этом х” = a (характеристика ускоре-
ния системы). Для элементарных участков
взаимодействий Dх можно принять:

x
U

x
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 .

То есть: .Uxa μ
И тогда:

U
mmxa
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, (10)

где DU1 и DU2 – потенциальные энергии материаль-
ных точек на элементарном участке взаимодей-
ствий; DU – результирующая (взаимная) потенци-
альная энергия этих взаимодействий.

Таким образом:
1. В системах, в которых взаимодей-

ствие идет по градиенту потенциала (положи-
тельная работа) результирующая потенциаль-
ная энергия находится по принципу сложения
обратных значений соответствующих энергий
подсистем [20]. Аналогично рассчитывается
приведенная масса для относительного дви-
жения изолированной системы двух частиц.

2. В системах, в которых взаимодей-
ствие идет против градиента потенциала (от-
рицательная работа) выполняется алгебраи-
ческое сложение их масс и также – соответ-

ствующих энергий подсистем (аналогично га-
мильтониану).

2. Пространственно-энергетический
параметр (P-параметр)

Из уравнения (10) следует, что резуль-
тирующая энергетическая характеристика
системы взаимодействия двух материаль-
ных точек находится по принципу сложения
обратных величин исходных энергий взаи-
модействующих подсистем.

«Электрон с массой m, движущийся око-
ло протона с массой М, эквивалентен части-

це с массой: 
Mm

mMmnp 
 » [9, с. 12].

Поэтому, модифицируя уравнение (10),
можно предположить, что энергия валент-
ных орбиталей атома (ответственная за
межатомные взаимодействия) может
быть рассчитана [20] по принципу сложе-
ния обратных величин некоторых исходных
энергетических составляющих, согласно
уравнений:

Таблица 1
Направленность процессов взаимодействий

№ Системы Вид 
потенциального 

поля 

Процесс U 








1

2

1

2

x
x
r

r

 
1

2
U

U  Знак 

U  

Знак 

A  

Направление 
процесса 

в потенциаль-
ном поле 

1 Разноименные 
эл. заряды 

Электростати-
ческое 

Притяжение 
r
qqk 21  12 rr   12 UU   – + 

По градиенту 

Отталкивание 
r
qqk 21  12 rr   12 UU   + – 

Против гра-
диента 

2 Одноименные 
эл. заряды 

Электростати-
ческое 

Притяжение 
r
qqk 21  12 rr   12 UU   + – Против гра-

диента 

Отталкивание 
r
qqk 21  12 rr   12 UU   – + По градиенту 

3 Элементарные 
массы 1m  и 2m  

Гравитацион-
ное 

Притяжение 
r
mm 21  12 rr   12 UU   – + 

По градиенту 

Отталкивание 
r
mm 21  12 rr   12 UU   + – 

Против гра-
диента 

4 Деформация 
пружины 

Поле упругих 
сил 

Сжатие 

2

2xk 
 12 xx   12 UU   + – 

Против гра-
диента 

Растяжение 

2

2xk   12 xx   12 UU   + – 
Против гра-
диента 

5 Фотоэффект Электростати-
ческое 

Отталкивание 
r
qqk 21  12 rr   12 UU   – + 

По градиенту 
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эiii PnWrq
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/
1

2   или  ;
 )(

111
2

0 iWrnqP


,0Э rPP i (11, 12, 13)

здесь Wi – орбитальная энергия электронов [18]; ri –
орбитальный радиус i-й орбитали [24]; q = Z*/n* – по
[15 ; 16], ni – число электронов данной орбитали, Z* и
n*– эффективный заряд ядра и эффективное главное
квантовое число, r – размерные характеристики связи.

Величина Р0 названа пространственно-
энергетическим параметром (далее – ПЭП),
а величина РЭ – эффективным Р-параметром
(эффективный ПЭП). Эффективный ПЭП име-
ет физический смысл некоторой усредненной
энергии валентных электронов в атоме и из-
меряется в единицах энергии, например в элек-
трон-вольтах (далее – эВ).

Значения Р0-параметра являются табу-
лированными постоянными величинами для
электронов данной орбитали атома.

Для размерности ПЭП можно записать:

            м,Дж
с

кгмυ
2

3
2

0  hrEqР

где [E], [h] и [u] – размерности энергии, постоянной
Планка и скорости.

Таким образом, Р-параметр соответ-
ствует процессам, идущим по градиенту по-
тенциала.

Введение Р-параметра следует рассмат-
ривать как последующее развитие квазиклас-
сических представлений с использованием кван-
товомеханических данных по строению атома
для получения критериев энергетических усло-
вий фазообразования. При этом для систем од-
ноименно-заряженных (например, орбитали в
данном атоме), однородных систем сохраняет-
ся принцип алгебраического сложения таких
параметров (аналогично гамильтониану):

 
r
РРrРР i

 0
Э0Э ; (14, 15)

или .РРr...P'''P"P'Р  0э0000 ; (16, 17)

Здесь Р-параметры суммируются по
всем валентным орбиталям атома.

Для вычисления значения РЭ-параметра
на данном расстоянии от ядра в зависимости

от вида связи вместо r может использоваться
или атомный радиус (R) или ионный радиус (rИ).

Кратко о достоверности такого подхода.
Как показали расчеты, величины РЭ-парамет-
ров численно равны (в пределах 2 %) полной
энергии валентных электронов (U) по статис-
тической модели атома. Используя известное
соотношение между электронной плотностью
(b) и внутриатомным потенциалом по статис-
тической модели атома [2], можно получить
прямую зависимость РЭ-параметра от элек-
тронной плотности на расстоянии ri от ядра.

Рациональность данной методики была
подтверждена путем расчета электронной
плотности с использованием волновых функ-
ций по Клементи [14] и сопоставлением ее с
величиной электронной плотности, вычислен-
ной через значение РЭ-параметра.

3. Волновое уравнение Р-параметра

Для характеристики пространственно-
энергетических свойств атома введены два
вида Р-параметров, связь между которыми
простая:

R
PP o

Э  ,

где R – размерная характеристика атома.

Учитывая дополнительные квантовые
характеристики подуровней в атоме, это урав-
нение в координате х можно записать:

,или 00

x
РР

х
РР ээ 









где DP0 величина равна разности между P0-пара-
метром i-й орбитали и  P0T– параметром отсчета
(параметром основного состояния при данном на-
боре квантовых чисел).

Согласно установленному [20] правилу
сложения Р-параметров одноименно-заряжен-
ных или однородных систем для двух орбита-
лей в данном атоме с разными квантовыми
характеристиками и в соответствии с законом
сохранения энергии получаем:

,э,ээ  РРР

где РЭ,l – пространственно-энергетический пара-
метр квантового перехода.
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Приняв за размерную характеристику
взаимодействия Dl=Dх, имеем:

λ
0

λ

'0
λ

"0







 PPP

 или λ
λ0

λ

"0
λ

'0







 PPP

.

Разделим еще раз почленно на Dl:

λ2
0λ

λ

"0
λ

'0

















 PPP ,

где

λ
λ

"0
λ

'0 














 PP

 ~ 
λ2

02

d
Pd ,

то есть

0
λ2
0

λ2
02




 P
d

Pd .

Учитывая только те взаимодействия, при
которых 2pDх=Dl (замкнутый осциллятор),
получаем уравнение:

0
λ2
0

2π4 2
02




 P
dx
Pd  или 0

λ2
0π4 2

2
02




 P
dx

Pd

Так как 
mv
h

λ , то

022
2
0π4 2

2
02

 vm
h
P

dx
Pd

или

0π8
02

2

2
0

2

 EkP
h

m
dx

Pd ,  (18)

где 
2

2mVEk   – кинетическая энергия электрона.

Уравнение Шредингера для стационар-
ного состояния в координате х:

0ψ2
π8 2

2
ψ2

 Ek
h

m
dx
d .

Из сравнения этих двух уравнений следует,
что P0-параметр численно коррелирует с вели-
чиной y-функции: P0 » y, а в общем случае ей
пропорционален: P0 ~ y. Учитывая широкие прак-
тические возможности применения методологии
Р-параметра, можно считать, этот критерий ма-
териализованным аналогом  y-функции [21; 22].

Так как,  P0-параметры, как и  y-функция
обладают, волновыми свойствами, то для них
должны выполняться принципы суперпозиции,
что определяет линейный характер уравнений
сложения и изменения Р-параметров.

4. Аналоговые сопоставления
функций Лагранжа и Гамильтона

с пространственно-энергетическим
параметром

Основными положениями аналитической
механики являются функции Лагранжа (L) и
Гамильтона (H).

Функцией Лагранжа называется разность
между кинетической (Т) и потенциальной (U)
энергиями системы:

.
L = T – U.

Для однородных функций второй степе-
ни функцию Гамильтона можно рассматри-
вать как сумму потенциальной и кинетичес-
кой энергий, то есть как полную механичес-
кую энергию системы:

H = T + U.

Из этих уравнений и в соответствии с за-
коном сохранения энергии следует, что:

H + L = 2T, (19)

H – L = 2U. (20)

Сделаем попытку оценить движение изо-
лированной системы свободного атома как
относительное движение двух его подсистем:
ядро и орбиталь.

Структуру атома образуют разноимен-
но-заряженные массы ядра и электронов.
В этой системе энергетическими характе-
ристиками подсистем являются орбиталь-
ная энергия электронов (Wi) и эффективная
энергия ядра атома, учитывающая экрани-
рующие эффекты.

В свободном атоме его электроны дви-
гаются в кулоновском поле ядерного заряда.
Эффективный заряд ядра, характеризующий
потенциальную энергию такой подсистемы с
учетом экранирующих эффектов, равен
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,
2

ri
q

где .*
*

n
Zq 

Здесь Z* и n* – эффективный заряд ядра и эффек-
тивное главное квантовое число [15; 16]; ri – орби-
тальный радиус [24].

Можно считать, что орбитальная энер-
гия электронов при их движении в кулоновс-
ком поле ядра атома определяется в основ-
ном величиной кинетической энергии такого
движения.

Таким образом, предполагается, что:

Т ~ W и .2

ri
qU 

В таком подходе сумма величин W и 2

ri
q

аналогична функции Гамильтона (Н):

.2 HW ri
q  (21)

Аналоговое сопоставление Р-парамет-
ра с функцией Лагранжа можно провести, ис-
пользуя модифицированное уравнение Лаг-
ранжа для относительного движения изоли-
рованной системы двух взаимодействующих
материальных точек с массами m1 и m2 в
координате х. Принцип сложения обратных
значений энергетических величин модели-
рует их алгебраическую разность по га-
мильтониану.

То есть предполагается, что РЭ ~ L.
Тогда уравнение (19) получает вид:

.2
2

WP
r
qW э

i









 (22)

Используя в качестве орбитальной
энергии электронов величины их энергии
связи по [18], были вычислены величины РЭ-
параметров свободных атомов (табл. 2) по
уравнениям (11–13). При расчетах значений
эффективного РЭ-параметра в качестве раз-
мерных характеристик атома (R) использо-
вались в основном величины их радиусов по
Белову-Бокию или ковалентные радиусы
(для неметаллов).

При этом использовались усредненные
значения полной энергии, валентных орбита-
лей путем деления их значений на число учи-
тываемых валентных электронов (N):

.212

WP
N

W
r
q

э
i









 (22а)

Эта энергия в пересчете на один вален-
тный электрон является в данном подходе ана-
логом функции Гамильтона – Н.

Для электронов 1а и 2а групп периоди-
ческой Системы единственно валентной ор-
биталью является S-орбиталь, что учитыва-
лось через введение коэффициента *n

nK  ,
где п – главное квантовое число, п* – эффек-
тивное главное квантовое число по уравнению:

.212

WP
KN

W
r
q

э
i









 (23)

Так, в 1а и 2 подгруппах в малых перио-

дах К = 1 и далее 
2,4

6;
4
5;

7,3
4

K  – для 4,5 и 6 –
периодов Системы только этих подгрупп. Для
всех остальных случаев К = 1.

Кроме того, применительно только к 1а –
группе периодической Системы в качестве раз-
мерной характеристики в первом члене уравне-
ния (23) использовалась величина 2ri (то есть
орбитальный диаметр i-й орбитали).

С учетом указанных замечаний по ис-
ходному уравнению (23) для 65 элементов был
проведен расчет и сопоставления величин

э
i

P
KN

W
r
q











12

 и 2W, резуультаты только неко-

торых из них приведены в таблице 2.
Анализ данных таблицы 2 показывает,

что близость значений сопоставляемых иссле-
дуемых величин находится в большинстве слу-
чаев в пределах 5 %. Таким образом, выяв-
ляется определенное соответствие уравнений
(19) и (23), и величину РЭ-параметра можно
считать аналогом функции Лагранжа, а зна-

чение KN
W

r
q

i

12









  – аналогом функции Га-

мильтона [3].

5. Структурные обменные
пространственно-энергетические

взаимодействия

При образовании твердого раствора и
других структурных равновесно-обменных
взаимодействиях в местах соприкосновения
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атомов-компонентов должна устанавливать-
ся единая электронная плотность. Этот про-
цесс сопровождается перераспределением
электронной плотности между валентными
зонами обеих частиц и переходом части элек-
тронов из одних внешних сфер в соседние.
Остовные электроны атомов, по-видимому, в
таком обмене не участвуют.

Очевидно, что при близости электронных
плотностей в свободных атомах-компонентах,
процессы переноса между граничными ато-
мами частиц окажутся минимальными, что
будет благоприятствовать образованию новой
структуры. Таким образом, задача оценки
степени таких структурных взаимодействий
во многих случаях сводится к сравнительной
оценке электронной плотности валентных элек-
тронов в свободных атомах (на усредненных
орбиталях), участвующих в процессе, что
можно коррелировать с помощью модели Р-
параметра.

Чем меньше разность  ii rPrP  // 00 , тем
энергетически более благоприятно образова-
ние новой структуры или твердого раствора.

В связи с этим максимальная суммар-
ная растворимость, оцениваемая через коэф-
фициент структурного взаимодействия a, оп-
ределяется условием минимального значения
a, которая представляет собой относительную
разность эффективных энергий внешних орби-
талей взаимодействующих подсистем:

  %100
2///

//

00

0

ii

ii

rPrP
rPrP



   %200
cc

cc

PP
PP



 ,

где Рс – структурный параметр, находится по урав-
нению:

...,111

21








ээc PNPNP

здесь N1 и N2 – число однородных атомов в подси-
стемах.

Была проведена оценка степени изомор-
физма и взаимной растворимости атомов-ком-
понентов во многих (более тысячи) простых
и сложных системах (в том числе и для нано-
систем). Результаты расчетов находятся в со-
гласии с литературными и экспериментальны-
ми данными.

По всем полученным данным построе-
на номограмма зависимости степени струк-
турного взаимодействия (r) от коэффициента
a, единая для широкого класса структур.

Основные выводы

1. Введенный пространственно-энергети-
ческий параметр (P-параметр) можно считать
материализованным аналогом Ψ-функции.

2. Применение такой методологии позво-
ляет моделировать физико-химические про-
цессы, исходя из энергетических характерис-
тик свободного атома.
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strategic objectives of physical chemistry. Classical physics and quantum mechanics are widely
used for this purpose, Coulomb interactions and its varieties. So, the electron-conformational
interactions in biological systems include the interaction of van der Waals forces, orientation
and charge-dipole interactions, and as a special case of exchange-resonance energy transfer.
But many biological and cluster systems are electroneutral in their structural basis. And the
equilibrium exchange spatial-energy interactions of Coulomb type is of primary importance
for them.

The structural interaction of total electronic densities of the valence orbitals of the
respective conformational centers – equilibrium processes of a blend of electron densities due
to the overlapping of their wave functions.

In this work, similar equilibrium-exchange processes are evaluated through the idea of
spatial-energy parameter to the P option.

On the basis of the modified Lagrange equations for the relative motion of two interacting
material points the notion of spatial and energy parameter (P-parameter) is introduced. This
parameter is represented by the most important complex characteristics of atomic values.
The authors establish the wave properties of P-parameter, give its wave equation having a
formal analogy with the equation of Ш-function.

Some correlations of the values of the P-parameter with the functions of Lagrange and
Hamilton are received. On the basis of the P-parameter methodology the authors conduct
numerous calculations of equilibrium exchange structural interactions (including for
nanosystems) and show the applicability of this model to the evaluation of their intensity.

The implementation of this methodology allows simulating physical and chemical processes,
based on the energy characteristics of the free atom.

Key words: Lagrange equations, wave functions, spatial-energy parameter, electron
density, structural interactions.


