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Аннотация. Рентгеноструктурный анализ (РСА) представляет собой фундаменталь-
ный метод изучения атомной структуры материалов путем анализа дифракционных кар-
тин, возникающих при взаимодействии рентгеновских лучей с веществом. Эта методика
позволяет получать информацию о внутренней организации материала, включая размеры
и расположение атомов в кристаллической решетке. Одним из ключевых параметров, оп-
ределяемых с помощью РСА, является период кристаллической решетки. Точность изме-
рения этого параметра важна для понимания свойств материала, таких как образование
твердых растворов, остаточные напряжения и коэффициенты термического расширения.
В статье рассматриваются два основных подхода к определению периода решетки: метод
разностей и метод наименьших квадратов. Последний предпочтителен, поскольку он лучше
справляется с погрешностями измерений и обеспечивает более точные результаты. Кроме
того, авторы приводят сравнение коэффициентов компактности для ОЦК и ГПУ решеток,
демонстрируя преимущества ГПУ-структуры с точки зрения плотности упаковки атомов.

Ключевые слова: рентгеноструктурный анализ, период кристаллической решет-
ки, метод наименьших квадратов, объемно-центрированная кубическая решетка, гек-
сагональная плотноупакованная решетка.
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Рентгеноструктурный анализ служит
фундаментальным методом исследования
структуры материалов на атомном уровне
с помощью явления рассеяния рентгеновских
лучей. Этот мощный метод основан на изу-
чении пространственного распределения и ин-
тенсивности дифрагированных рентгеновских
лучей, взаимодействующих с образцом, при
этом результирующий профиль дифракции несет
важную информацию о внутренней организации
материала. Конкретные характеристики дифрак-
ционной картины определяются как длиной вол-
ны падающего рентгеновского луча, так и рас-
положением атомов внутри образца [11].

Одной из важнейших характеристик ве-
щества является его период кристаллической
решетки [1; 6; 10]. По величине периода ре-
шетки вещества можно судить об образова-
нии, концентрации и типе твердого раствора,
о наличии остаточных напряжений, определять
коэффициенты термического расширения и
решать многие другие материаловедческие
задачи. Поэтому необходимо измерять пери-
оды решетки с предельно возможной точнос-
тью. Обычный рентгеновский метод порош-
ков позволяет определять периоды решетки с
погрешностью ~0,1 %. В настоящее время
разработаны специальные прецизионные мето-
ды съемки и обработки результатов измерения
рентгенограмм с погрешностью 0,01–0,001 %.

Методы аналитической экстраполяции в
основном основаны на статистических под-
ходах к оценке численных параметров, среди
которых метод наименьших квадратов стал
наиболее универсально применимым решени-
ем. Это предпочтение обусловлено уникаль-
ной способностью метода обрабатывать на-
боры данных, в которых случайные наблюде-
ния могут не демонстрировать ни идентично-
го распределения, ни полной статистической
независимости, в отличие от альтернативных
подходов, предъявляющих более строгие тре-
бования к входным данным. Применительно
к определению кристаллографических пара-
метров основной принцип оптимизации мето-
дом наименьших квадратов заключается в
систематической корректировке параметров
элементарной ячейки до достижения миними-
зации суммы квадратов случайных отклоне-
ний между экспериментальными и расчетны-
ми значениями [9].

Эта математическая формулировка, по
сути, направлена на определение оптимальной
конфигурации решетки, которая наилучшим
образом согласует теоретические предсказа-
ния с фактическими измерениями дифракции
за счет уменьшения количественных ошибок.
Надежность метода при работе с несовершен-
но распределенными экспериментальными
данными делает его особенно ценным для
кристаллографических исследований, где по-
грешности измерений и сложное распределе-
ние ошибок являются обычным явлением.

Для реализации метода наименьших квад-
ратов для кристаллов кубической сингонии при-
менялся метод Когена [7]. Для расчетов пе-
риодов кристаллической решетки ОЦК- и
ГЦК-структур были получены следующие си-
стемы уравнений, представленные форму-
лам (1) и (2).

, (1)

где = (h2 + k2 + l2);  = sin2 2; A =/(4a2).

 

, (2)

где = H2 + HK + K2;  = L2; A =  / (3a2); C =2 / (4c2).

Некоторые кристаллические системы,
принадлежащие к семействам кубических,
тетрагональных или гексагональных кристал-
лов, позволяют определять кристаллическую
решетку с помощью дифракционного анали-
за, хотя решения для тетрагональных и гек-
сагональных систем иногда дают неоднознач-
ные результаты. В частности, для кубичес-
ких кристаллов математическая зависимость
между межплоскостным расстоянием d и па-
раметрами элементарной ячейки принимает
форму квадратного уравнения, обеспечивая
прямой вычислительный путь для определе-
ния структуры. Это фундаментальное разли-
чие в аналитической применимости делает
кубические системы особенно доступными
для полного определения характеристик с по-
мощью методов порошковой дифракции по
сравнению с кристаллическими структурами
с более низкой симметрией. Различная сте-
пень детерминированности в различных кри-
сталлических системах отражает внутрен-
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нюю взаимосвязь между кристаллографичес-
кой симметрией и информационным содержа-
нием, доступным в дифрактограммах на по-
рошках.

Для кубической решетки связь между па-
раметром решетки – а, межплоскостными рас-
стояниями и индексами плоскостей (hkl) опи-
сывается следующей квадратичной формой:

 

. (3)

Выразив из квадратичной формулы
выше, получаем выражение для нахождения
периода решетки кубической сингонии:

. (4)

Соотношение между dHKL и индексами
HKL для гексагональной системы может быть
выражено в форме:

. (5)

Определению периода кристаллической
решетки происходит с помощью решения си-
стемы равенств из двух квадратичных форм
для двух последних проиндицированных линий
дифрактограммы. Для этого используются
следующие формулы [9]:

, (6)

 

, (7)

где A = H2 + H · K и B = L2.

Известно, что коэффициент компактнос-
ти

 
 – это безразмерная величина, показываю-

щая, какая часть объема элементарной ячейки
кристалла занята атомами (или ионами). Он
вычисляется как отношение суммарного объе-
ма атомов к объему самой ячейки [8]:

, (8)

где Vат– объем, занимаемый атомами в ячейке, Vяч–
объем одной элементарной ячейки.

Общая формула расчета коэффициента
компактности для шаровых упаковок в трех-
мерном пространстве, описываемых кубичес-
кими решетками, будет иметь вид:

, (9)

где N – число целых шаров, принадлежащих про-
странству элементарной ячейки; a – длина реб-
ра ячейки (параметр решетки), выраженная че-
рез R.

Длина ребра ячейки a может быть вы-
ражена через радиус сфер R из двух прямоу-
гольных треугольников, образованных диаго-
налью куба и ее проекцией в плоскость осно-
вания: a = 4R / 3. Тогда коэффициент компак-
тности ОЦК составит:

. (10)

ГПУ является двухслойной упаковкой
равновеликих неперекрывающихся шаров.

Высота призмы может быть определе-
на на основе геометрических параметров пра-
вильных тетраэдров, образованных соседни-
ми структурными частицами. Установив со-
отношение между площадью основания (S)
призмы и ее высотой (H), можно определить
общий объем (V). Кроме того, этот подход
позволяет рассчитать коэффициент эффектив-
ности упаковки следующим образом:

. (11)

Результаты и их обсуждение

В данной работе для исследования были
взяты образцы, изготовленные из ниобиевого
сплава НбВ5М2Ц1-Н (92 % Nb, 5 % W,
2 % Mo, 1 % Zr), прошедшие азотирование (на-
сыщение азотом)при температуре 800Cв те-
чение 10 часов,и последующие отжиги: при-
температуре 1 000 С с выдержкой 1,5 часа и
при температуре 1 200 С с выдержкой 1 час.
Кристаллическая решетка данного сплава
представляетсобой объемно-центрированный
куб (ОЦК).Упрочненный сплавимеет гетеро-
фазную структуру, состоящую из твердого ра-
створа на основе ниобия и упрочняющих фаз
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ZrN; NbN, имеющих исключительно высокую
дисперсность (не более 4нм) [2–5].

Вкачестве примерасплавов, имеющих
гексагональную плотноупакакованную
(ГПУ) решетку,были взяты образцы тита-
нового сплава ВТ20, прошедшие внутреннее
азотирование при температуре 850 C в те-
чении 8 часов.

С использование системы уравне-
ний (2.1) для ОЦК решетки были произведе-
ние расчеты периода решетки. Для ГПУ ре-
шетки была использована система уравне-
ний (2.2). Результаты расчетов, представле-
ны в таблицах 1 и 2.

На основе обобщенных литературных
данных, были рассмотрены дифрактограм-
мы наночастиц ZnO, имеющих решетку ти-
пичную ГПУ. Результаты представлены
в таблице 3.

Расчет коэффцициента компактности для
таких дифрактограмм показал следующие зна-
чения:

 
 = 0,68 (или 68 %) для ОЦК решетки

и
 
 = 0,74 (или 74 %) для ГПУ решетки.

Таблица 1

Результаты расчетов периода решетки для ОЦК-структуры
I, % θ,º d, . (KHL)á a,  
100 9 2,27 110 

3,287 
(методом 

разностей); 
3,280 

(методом 
Когена) 

75 12,5 1,64 200 
67 16 1,29 211 
37 18,5 1,12 220 
78 20 1,04 310 
42 24 0,87 321 
44 27,5 0,77 411 
29 29 0,73 420 

Таблица 2

Результаты расчетов периода решетки для ГПУ-структуры
I, % θ,º d, . (KHL)á a, . с, .  
100 20,35 4,876 101 – – 
81 26,8 0,928 102 – – 
40 35,6 0,96 103 – – 
70 37,55 0,952 200 – – 
52 39,15 1,846 201 – – 
40 65,7 1,022 300 – – 

– – – – 
2,369 
метод 

разностей 

4,668 
метод 

разностей 

– – – – 
3,041 
метод 
Когена 

5,522 
метод 
Когена 

Выводы

1. При вычислении периода ОЦК и ГПУ
решеток методами разностей и наименьших
квадратов были получены различные резуль-
таты. Это может объясняться чувствитель-
ностью к погрешностям, так как метод раз-
ностей сильно зависит от точности определе-
ния углов каждого отдельного пика, в то вре-
мя как метод наименьших квадратов сглажи-
вает случайные ошибки из-за использования
всех точек, а не только разностей. Еще одной
причиной отличных значений может являться
разность математических моделей. В мето-
де разностей предполагается, что все пики
идеально соответствуют ОЦК- и ГПУ-струк-
туре, а метод наименьших квадратов может
учитывать дополнительные параметры, на-
пример, неидеальность решетки или наличие
примесной фазы. Для определения периода
решетки ОЦК- И ГПУ-структуры рекомен-
дуется использовать метод наименьших квад-
ратов (МНК).
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2. Коэффициент компактности ГПУ ре-
шетки (H”0,74) оказался выше, чем у ОЦК
решетки (H”0,68), что обусловлено более
плотной упаковкой атомов в ГПУ-структуре
(12 ближайших соседей против 8 в ОЦК).
Чем выше коэффициент компактности, тем вы-
ше плотность материала.
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Abstract. X-ray diffraction analysis (XRD) is a fundamental method for studying the
atomic structure of materials by analyzing diffraction patterns produced through the interaction
of X-rays with matter. One of the key parameters determined via XRD is the crystal lattice
parameter. Accurate measurement of this parameter is essential for understanding material
properties such as solid solution formation, residual stresses, and thermal expansion coefficients.
This article examines two primary approaches for lattice parameter determination: the difference
method and the least squares method. The latter is preferred due to its superior handling of
measurement errors and provision of more accurate results. Furthermore, the authors compare
the packing coefficients for Body-Centered Cubic (BCC) and Hexagonal Close-Packed (HCP)
lattices, demonstrating the advantages of the HCP structure in terms of atomic packing density.
The study presents experimental results for a BCC niobium alloy and an HCP titanium alloy,
along with theoretical data for HCP zinc oxide nanoparticles. The calculated packing
coefficients were approximately 0.68 (68%) for the BCC lattice and 0.74 (74%) for the HCP
lattice, confirming the higher atomic packing efficiency in the HCP structure. The conclusions
recommend the use of the least squares method for reliable lattice parameter determination in
nanocrystalline materials.

Key words: X-ray diffraction analysis, crystal lattice period, least squares method,
volume-centered cubic lattice, hexagonal tightly packed lattice.


