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Аннотация. В металлургии, теплоэнергетике, ирригации, химической, нефтега-
зовой и других отраслях широко используются импульсные системы. Периодичес-
кий характер работы дискретных управляющих устройств является причиной воз-
никновения чистого запаздывания в каналах регулирования. Методы исследования
линейных импульсных систем с запаздыванием при синхронно-синфазных режимах
работы дискретных устройств разработаны с достаточной полнотой. Вместе с тем
методы моделирования и исследования разнотемповых, многомерных, нелинейных
импульсных систем с запаздыванием требуют своего дальнейшего развития. В ста-
тье предлагается метод моделирования импульсных систем с запаздыванием на базе
динамических графов.

Ключевые слова: импульсная система, запаздывание, дискретность, моделиро-
вание процессов, динамический граф.

Рассмотрим вначале моделирование
процессов на базе динамических графов для
одномерных систем [1; 3–10], в которых
объект управления представлен в виде ди-
намического звена l-го порядка с запазды-
ванием (см. рис. 1, а). В зависимости от ве-
личины запаздывания могут представиться
следующие случаи:

1)   mT , 2) mT , 3)   ,

где T – период повторения импульсного элемента,
τ – запаздывание, m – целое, T 0 .

При построении графовой модели будем
исходить из общего случая, когда запаздыва-
ние равно   mT . С учетом величины
запаздывания выделим подграфы обратной
связи ),,( VXXG
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подграфы процесса ),,( VXXG
прt  ,
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В выделенных подграфах (рис. 1, б–г)
можно увидеть особенности формирования их
структуры и передач. Для получения графа

 

а) 

б) 

г) 

в) 

Рис. 1. Макроструктура импульсной системы с запаздыванием (а), подграфы динамических графов
импульсной системы с запаздыванием (б, в, г)
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системы (рис. 1, а) достаточно взять объе-
динение подграфов, то есть

оспрвх tttt GGGG  . (1)

Так, на рисунке 2 показаны графовые
модели для систем с различными значения-
ми запаздываний при l = 2.

Из анализа структуры графовых моде-
лей выводятся эффективные в вычислитель-
ном отношении уравнения динамических про-
цессов импульсных систем с запаздыванием.

Например, для системы с запаздывани-
ем    (рис. 2, а) уравнения процессов име-
ют вид
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. (3)

Аналогично для системы с запаздыва-
нием (см. рис. 3) уравнения динамических

 
а) 

 б) 

Рис. 2. Граф импульсной системы с запаздыванием 2,  l  (а),
граф импульсной системы с запаздыванием 2,2,  mlmT  (б)
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процессов получены непосредственно из гра-
фовой модели и имеют вид
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где 1)1(*  mTm , (6)

0)(...)()0(


 xTxx . (7)

Для последнего случая равнение процес-
сов принимает вид
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Матрицы СBA


,,  в уравнениях (2–8) име-
ют размерности ,1,1,  llll  где l – поря-
док дифференциального уравнения непрерыв-

ной части системы. Смысл элементов этих
матриц ясен из рисунка 1, б–г.

Моделирование многомерных
импульсных систем с запаздыванием

В многомерной системе модель каждо-
го сепаратного или перекрестного канала
представляет собой граф одномерной импуль-
сной системы наподобие графов, изображен-
ных, например, на рисунке 2. Для определен-
ности порядка моделирования поясним на при-
мере двумерной дискретной системы с запаз-
дыванием (см. рис. 4, а).

Для компактности изображения в мно-
гомерных системах целесообразно использо-
вать граф-векторы каналов передач с учетом
их взаимных связей, определяемых через сиг-
налы ошибок. Дуги графа-вектора в отличие
от развернутых графов взвешены матрицами,
а к каждой вершине (за исключением вершин,
соответствующих ошибкам) ставится в соот-
ветствии вектор-столбец переменных состо-

Рис. 3. Граф импульсной системы с запаздыванием  = mT + m = 1, l = 2
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яний. С учетом этих замечаний графовая мо-
дель рассматриваемой двумерной системы
будет состоять из двух векторных компонен-
тов связности, представленных на рисун-
ке 2, б. Для случая ,, 21   T  ре-
жим работы импульсных элементов – синх-
ронно-синфазный.

Из рисунка 4, б можно получить выра-
жения для расчета процессов
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Выходные координаты системы
)2,1,(, )(

2
)(

1 krxx rkrrkr  определяются на ос-
нове (9–16) следующим образом:

 

 

 

 

а) 

б) 

Рис. 4. Двумерная дискретная система с запаздыванием (а), графовая модель процессов (б)
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Для общего случая N-мерной системы при-
мем переменную состояния ),...,2,1,()(

1 Nkrx rkr 
за выходную величину соответствующего се-
паратного (r) или перекрестного (rk) канала.
Рекуррентные соотношения для расчета про-
цессов N-мерной синхронно-синфазной систе-
мы с ненулевыми начальными условиями по-
лучены в следующем виде:

Первый случай:

.0,...;2,1, TmmT  
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).()()( iTxAiTx rkrkrk 
  (24)

Для моментов n = i >m
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Второй случай: ,...2,1,  mmT
Для моментов i=1, 2,…, m
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 (31)
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для моментов n=i >m
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Выходные переменные )(),( nTynTy rr

определяются согласно (29), (30).

Третий случай: .0, T 
Для момента 
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На иллюстративном примере одномер-
ной системы дадим сравнительный анализ
использования для расчета динамических про-
цессов предложенного метода и традицион-
ного метода, основанного на использовании
модифицированного z-преобразования [2].

Пример
Рассмотрим одномерную систему с чис-

тым запаздыванием, изображенную на рисунке
5. Входное воздействие f (t)=1(t), период повто-
рения импульсного элемента T = 1 сек, запазды-
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вание 25,01  T . Объект описывается
передаточной функцией 1,)1(1)(  TppW .
Требуется рассчитать выходной процесс x (t).

Расчет переходного процесса методом
модифицированного z-преобразования
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Из таблиц определяем ),(*
1 mzW :
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Соответствующее z-преобразование записы-
вается следующим образом:
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Модифицированное z-преобразование
выходной величины при ступенчатом входном
сигнале дается выражением























105,0527,0368,0
368,0

1

)(1
),()(),(

23

*
1

*
1**

zzz
eez

z
z

zW
mzWzRmzX

mmz . (44)

Сама выходная величина равна
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Вычисление этого интеграла с помощью
метода вычетов приводит к следующему ре-
зультату:
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График этой функции приведен на рисунке 6.
Расчет переходного процесса графо-

динамическим методом
Учитывая величину запаздывания, вос-

пользуемся соотношениями (4), (5). В итоге
получим следующие значения:
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Рис. 5. Замкнутая импульсная система для иллюстрирующего примера

 
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0,2

0,4
0,5
0,6

0,8

1,0

1,25

Установившееся 
состояние

t

x(t)

Рис. 6. Процесс на выходе системы, изображенной на рисунке 5
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Значения процесса полностью совпада-
ют с результатами, полученными методом
модифицированного z-преобразования. Срав-
нение двух методов показывает, что даже в
случае одномерных систем расчеты значи-
тельно проще выполняются на базе предло-
женного метода динамических графов. При-
менение модифицированного z-преобразова-
ния для аналитических исследований особен-
но проблематично в случае многомерных
импульсных систем с запаздыванием, так как
сопровождается трудностями принципиально-
го характера, обусловленными структурной
сложностью и проблемой формализованного
математического описания процессов при ис-
пользовании традиционного подхода.
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Abstract. Impulsive systems are widely used in metallurgy, chemical, and oil and gas
industries, heat power engineering, irrigation and other industries. Periodic nature of the discrete
control devices operation is the reason for the appearance of pure delay in the control channels.
Methods for studying linear impulsive time-delay systems in synchronous-in-phase modes of
operation of discrete devices are developed with sufficient completeness. At the same time,
the methods of modeling and research of multiple-time-scale, multivariable, nonlinear impulsive
time-delay systems require their further development. In this paper we propose a method for
modeling impulsive time-delay systems based on dynamic graphs.

The result of simulation of pulse systems with delay based on dynamic graphs is completely
the same as the results obtained by the modified Z-transformation. In the case of one-dimensional
systems, calculations are much easier to perform on the basis of the proposed method of
dynamic graphs. The application of the modified Z-transformation for analytical studies is
particularly problematic in the case of multi-dimensional pulse systems with delay, as it is
accompanied by difficulties of a fundamental nature due to the structural complexity and the
problem of formalized mathematical description of the processes using the traditional approach.

Key words: impulsive system, time-delay, discreteness, modeling of processes,
dynamic graph.


