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Аннотация. В статье предложен модифицированный подход к построению ре-
шения задачи упругости для сферического композита, состоящего из произвольного
количества слоев, который позволяет оценить соотношение параметров всей конструк-
ции в момент начала пластического течения.
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С появлением мощной компьютерной
техники проблему поиска структуры осесим-
метричного сферического композита и пост-
роения напряженно-деформированного состо-
яния (далее – НДС) данной конструкции можно
было бы решить полным перебором всех па-
раметров конструкции. Однако компьютерный
поиск структуры и построение его НДС на-
талкивается на достаточно серьезные труд-
ности. Известно, что в последние годы раз-
работано большое количество баз данных, со-
держащих наиболее полные сведения о струк-
туре и свойствах (куда входят в том числе и
механические, и тепловые, и другие свойства)
самых разнообразных материалов, из которых
можно создавать новые слоистые композиты.
А также известно, что с увеличением коли-
чества слоев, из которых может быть спро-
ектирована предварительная структура ком-
позита, сложность численного решения зада-
чи об НДС конструкции растет даже не в гео-

метрической прогрессии, а экспоненциально,
то есть задача переходит в разряд трудноре-
шаемых, для которых установлено [3; 5], что
самый быстродействующий современный
компьютер выполняет такие задания годами.

В данной работе предложен один из ва-
риантов такого построения решения об упру-
гом деформировании многослойного сферичес-
кого композита, который позволяет избежать
долгих и громоздких компьютерных вычис-
лений для оценки в первом приближении ко-
личества слоев, параметров нагрузки, свойств,
размеров, материалов слоев как при упругом
деформировании всей конструкции, так и в
момент начала пластического течения.

Анализ НДС рассматриваемого компо-
зита будем проводить в предположении одно-
родности и изотропности материалов слоев без
учета температурных напряжений и натягов.

Основные соотношения для решения за-
дачи НДС одного i-го слоя таковы:
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– закон Гука для одного (i-го) слоя сфе-
рического сосуда:

er = r
u



 = b1sr + 2 · b2sj ,

 ( 1 )

ej = r
u

 = b2sr + b3sj ,

где b1 = 1 / Ei ; b2 = –(ni / Ei); b3 = b1 + b2; u – переме-
щение; Ei = const – модуль Юнга i-го слоя,
ni = const – коэффициент Пуассона i-го слоя;

– уравнение неразрывности деформаций
для i-го слоя таково:

0 rdr
d

r 



 ;        (2)

– уравнение равновесия для одного (i-го)
слоя сферического сосуда:

02 


 )(
dr

dr r
r . (3)

Граничные условия для i-го слоя таковы:
sr(r = ri) =pi ; sr(r = ri+1) = pi+1,    ( 4 )

где ri – внутренний, а ri+1 – внешний радиусы одно-
го i-го слоя.

Удовлетворим уравнение равновесия (3),
введя функцию напряжения Fi для i-го слоя:

sr = Fi / r2 ; sj = rr
iF

·d2·
d

 

 sz = sj.  (5)

Подставив эти соотношения в уравнения
(1), а затем в (2) получим дифференциальное
уравнение второго порядка с постоянными
коэффициентами относительно функции напря-
жения, решив которое получаем:

Fi = Ai · (L1 + L2) · r2 – Bi · (2 · L1 – L2) / r ,

перемещение для i-го слоя
ui = Ai · r + Bi / r2 ,

где: L1 = Ei · (1 – ni) / (1 – ni – 2 · ni
2) ,

L2 = 2 · Ei · ni / (1 – ni – 2 · ni
2),

Ai = (ri+1
3 · pi+1 – ri

3 · pi) / [( ri+1
3 – ri

3) · ( L1 + L2)],
Bi = (ri · ri+1)

3 · ( pi+1 – pi) / [( ri+1
3 – ri

3) · ( 2 · L1 + L2)].

И из соотношений (5) можно найти соот-
ветствующие напряжения.

Если теперь рассмотреть многослойную
сферическую конструкцию, состоящую из про-
извольного N количества слоев, и считать, что
слои посажены плотно, но без натягов, то ус-
ловие сопряжения на границе i-го и i+1-го сло-
ев можно записать так: ui(ri+1) = ui+1(ri+1).
Учитывая еще силовые граничные условия
для всей многослойной конструкции, то есть
на внутренней поверхности имеется равномер-
ное давление р1, а на внешней – равномерное
давление рN+1, получим, рассматривая усло-
вия сопряжения для всех границ слоев сфери-
ческого композита, трехдиагональную систе-
му N – 1 линейных алгебраических уравнений
относительно N – 1 неизвестных реактивных
давлений pi = xi, i = 2, 3, … , N, n = N:

x2 + d21 x3 = d11

d12x2 + x3 + d22x4 = 0
d13x3 + x4 + d23x5 = 0 ( 6 )

d14x4 + x5 + d24x6 = 0
..................................................

 d1n–2xn–2 + xn–1 + d2n–2xn = 0
      d1n–1xn–1 + xn = d2n–1

Здесь введены обозначения:

d11 = 1
12111

11 р
II
I


;

d2n–1 = 1
1-N1-N21N1

1N2




 


 Nр
II
I

;

d1i = 
 i21

1




ii

i

II
I

;

d2i = 
i21

2




ii

i

II
I

;

значения p1 и pN+1 – это внешнее pN+1 и внут-
реннее p1 равномерные давления для всей кон-
струкции,
I1i = 3 · ri

3 · (ri+2
3 – ri+1

3) · L1
i · (2 · L1

i+1 – L2
i+1) ´

´ (L1
i+1 + L2

i+1),

I2i = 3 · ri+2
3 · (ri+1

3 – ri
3) · L1

i+1 (2 · L1
i – L2

i) ´

´ (L1
i + L2

i),
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di = (ri+2
3 – ri+1

3) · (ri+1
3 – ri

3) · (2 · L1
i – L2

i) ´

´ (L1
i+1 – L2

i+1) · (L1
i+1 + L2

i+1 – L1
i – L2

i).

Если предположить, что L1
i+1 + L2

i+1 –
– L1

i – L2
i = 0 для всех слоев, то в соотноше-

ниях для d1i и d2i величина di обращается в
ноль и модификация метода прогонки [2] с уче-
том особенности структуры данной системы
уравнений (6) дает следующие соотношения
для неизвестных значений pi:

pi = р1 – )–  ( 1+1
1–

1

1
22–

N
N

N

in
ni

ррQ

IQ





 ,

где Qk =  


 





1

1

1

1
12

k

i

k

in

i

n
nn II ; Q0 = 1; Q1 = I111 + I21, где k = 2,

3, … , N–1,

и разность значений pi – pi+1 , которая уча-
ствует при построении решения для функции
напряжений Fi, а также для напряжений sri и
sji (5) каждого слоя приобретает достаточно
простой вид:

pi – pi+1 = )–  ( 1+1
1–

1

  
2

1

1  
1

N
N

N

in
n

i

n
n

ррQ

II









 . (7)

Воспользуемся теперь условием плас-
тичности Треска, которое для i-го слоя рас-
сматриваемой конструкции приобретает вид:

|sri
 – sji

| = 3 · Bi |2 · L1 – L2| / (2 · r3) = sТi 
, (8)

где sТi – предел текучести материала i-го слоя.

C учетом этого, чтобы иметь возмож-
ность оценить экстремальные параметры
внешней нагрузки конструкции, механических
свойств слоев и т. п., то есть те параметры,
изменение которых повлечет за собой плас-
тическое течение рассматриваемого компо-
зита, используем условие равнопрочности,
введенное в работе [4], применяя его здесь
как условие того, что пластическое течение
начнется с внутреннего радиуса и практичес-
ки во всех слоях одновременно. Подставляя
полученные соотношения (7) в условие плас-
тичности Треска (8) при r = ri для i-го слоя и
взяв отношение полученного условия пластич-
ности Треска для i-го слоя к условию плас-
тичности Треска при r = ri+1 для i+1-го слоя,

получаем соотношения, которые в первом при-
ближении позволяют оценить устойчивость
рассматриваемой конструкции к пластическо-
му течению:

iiТi

iiТi

i

i

Е
Е

r
r









)ν1(
σ)ν1(

1

1

3

3
1+

для всех i = 1, 2, 3, … , N–1.
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Abstract. The article suggests the modified approach to solving the problem of spherical
composite elasticity consisting of selectable number of layers, which allows estimate the
correlation between parameters of the whole structure at the beginning of plastic flow.

With the advent of the powerful computer equipment the problem of search of
axisymmetric spherical composite structure and construction intense the deformed condition
of this design could be solved by means of full search of all design parameters. However,
computer search of structure and creation of its intense deformed state encounters rather
serious difficulties. It is known that a large number of the databases containing the fullest data
on structure and properties (including mechanical, both thermal, and other properties) the
most various materials from which it is possible to create new layered composites is developed
in recent years. And also it is known that with increase in quantity of layers from which the
preliminary structure of a composite can be designed, complexity of the numerical solution of
a task about intense the deformed condition of a design grows at all in a geometrical progression,
and is exponential, that the task passes into the category hardly solved for which it is established
that the most high-speed modern computer performs such tasks for years.

In this work one of options of such creation of the decision on elastic deformation of a
multilayered spherical composite which allows avoid long and bulky computer calculations for
an assessment as a first approximation quantity of layers, parameters of loading, properties,
the sizes, materials of layers both at elastic deformation of all design, and at the time of the
beginning of a plastic current is offered.

Key words: coupling condition, boundary of layers, modification of sweep method,
tridiagonal system of linear algebraic equations, beginning of plastic flow.
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