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Аннотация. Показано, что для двухчастичных взаимодействий принцип сложе-
ния обратных величин энергетических характеристик подсистем выполняется для про-
цессов, происходящих по градиенту потенциала, а принцип их алгебраического сложе-
ния – для процессов против градиента потенциала.

Получено уравнение зависимости пространственно-энергетического параметра
свободных атомов от их волновых, спектральных и частотных характеристик.
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Введение

Квантовые представления о строении
атомов и молекул составляют фундамент со-
временных естественно-научных теорий. Так,
в стационарном состоянии момент количества
движения электрона равен целому кратному
от постоянной Планка. Это главное кванто-
вое число и еще три других в целом однозначно
характеризуют состояние любого атома.
Кратность атомных квантовых характеристик
проявляется и в спектральных данных для
простых и сложных структур.

Известно также, что любые сложные
по форме периодические процессы могут
быть представлены в виде отдельных про-

стых гармонических волн. «По теории, до-
казанной Фурье, колебания любой формы
с периодом Т можно представить как сум-
му гармонических колебаний с периодами
Т1, Т2, Т3, Т4 и т. д. Зная форму периодичес-
кой функции, можно вычислить амплитуду и
фазы синусоид, суммированием которых
может быть данная функция» [6].

Поэтому многие закономерности межмо-
лекулярных взаимодействий, комплексообра-
зования и нанотермодинамики объясняются
с применением функциональных кратных кван-
товых или волновых энергетических характе-
ристик структурных взаимодействий.

В данном исследовании делается по-
пытка использовать в этих целях представ-
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ления о пространственно-энергетическом па-
раметре (Р-параметре).

О двух принципах сложения
энергетических характеристик

взаимодействий

Анализ кинетики разнообразных физико-
химических процессов показывает, что во мно-
гих случаях складываются обратные величины
скоростей, кинетических или энергетических ха-
рактеристик соответствующих взаимодействий.

Некоторые примеры: амбиполярная диф-
фузия, суммарная скорость топохимической
реакции, изменение скорости света при пере-
ходе из вакуума в данную среду, эффектив-
ная проницаемость биомембран.

В частности, такое предположение под-
тверждается формулой вероятности процес-
са переноса электрона  W  за счет перекры-
вания волновых функций 1 и 2 (в стационар-
ном состоянии) при электронно-конформаци-
онных взаимодействиях:

1 2

1 2

1

2

WW
W

W W
 


 (1)

Уравнение (1) используется при оценке
характеристик процессов диффузии, сопровож-
дающейся безызлучательными переносами
электронов в белках [9].

«Из классической механики известно, что
относительное движение двух частиц с энергией
взаимодействия U(r) происходит как движение
материальной точки с приведенной массой  :

1 2

1 1 1

m m
 

  (2)

в поле центральной силы U(r), а общее
поступательное движение – как свободное
движение материальной точки с массой:

1 2m m m  .  (3)

Такое положение вещей имеет место и в
квантовой механике» [3].

Задача двухчастичных взаимодействий,
происходящих по линии связи, была решена
еще во времена Ньютона и Лагранжа:

 
2 2

1 1 2 2
2 1

v v

2 2

m m
Е U r r    , (4)

где Е – полная энергия системы, первый и второй
члены – кинетические энергии частиц, третий
член – потенциальная энергия между частица-
ми 1 и 2, вектора 2r  и 1r  характеризуют расстоя-
ния между частицами в конечном и начальном
состояниях.

Для движущихся термодинамических
систем первое начало термодинамики име-
ет вид [11]:

2v
,

2

m
Е d U A

 
    

 
(5)

где Е – количество энергии, сообщенное системе;

член 
2

2

mv
d U
 

 
 

 характеризует изменения внутрен-
ней и кинетической энергий системы; + A – рабо-
та, выполненная системой; – A – работа, совер-
шенная над системой.

Так как величина работы численно рав-
на изменению потенциальной энергии, то

А U     и  A U   . (6, 7)

Вероятно, не только в термодинами-
ческих, но и во многих других процессах в
динамике взаимодействия движущихся ча-
стиц важно не только значение потенциаль-
ной энергии, но и ее изменение. Поэтому по
аналогии с уравнением (4) должно выпол-
няться уравнение для двухчастичных взаи-
модействий:

2 2
1 1 2 2v v

2 2

m m
Е d U

 
    

 
 . (8)

Здесь

2 1U U U   , (9)

где U2 и U1– потенциальные энергии системы в ко-
нечном и начальном состояниях.

При этом отсчет полной энергии (Е) и

кинетической энергии 
2v

2

m 
 
 

 может идти с их
нулевого значения, и тогда в уравнении (4) мо-
дифицируется только последний член.

Был проведен анализ характера измене-
ния величины потенциальной энергии (U) по
ее знаку для различных потенциальных полей,
приведенный в таблице 1.
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Из таблицы 1 видно, что значения – U
и соответственно + A (положительная ра-
бота) соответствуют взаимодействиям, про-
исходящим по градиенту потенциала, а U
и  A (отрицательная работа) имеют мес-
то при взаимодействиях против градиента
потенциала.

Решение двухчастичной задачи взаимо-
действий двух материальных точек с масса-
ми m1 и m2, полученное при условии отсут-
ствия внешних сил, соответствует взаимодей-
ствиям, которые идут по градиенту, работа по-
ложительная, совершается системой (анало-
гично процессу притяжения в гравитационном
поле). Решением этого уравнения через при-
веденную массу () является [8] уравнение
Лагранжа для относительного движения изо-
лированной системы двух взаимодействующих
материальных точек с массами m1 и m2, кото-
рое в координате х имеет вид:

;
U

x
x

   
 1 2

1 1 1
.

m m
 



где U – взаимная потенциальная энергия матери-
альных точек;  – приведенная масса.

При этом x  = a (характеристика уско-
рения системы). Для элементарных участков
взаимодействий х можно принять:

x
U

x
U








То есть

.a x U   

И тогда:

U
mmxa


 )/1/1(
1

)/(1
1

21
; U

xamxam


 )/(1)/(1
1

21
.

Или
21

111
UUU 





 ,  (10)

где U1 и U2 – потенциальные энергии матери-
альных точек на элементарном участке взаимодей-
ствий, U – результирующая (взаимная) потенци-
альная энергия этих взаимодействий.

Таким образом, можно сделать следу-
ющие выводы:

1. В системах, в которых взаимодей-
ствие идет по градиенту потенциала (поло-
жительная работа), результирующая потен-
циальная энергия находится по принципу сло-

Таблица 1

Направленность процессов взаимодействий

№  
Системы 

Вид по-
тенциаль-
ного поля 

Процесс  
U  








1

2

1

2

x
x
r

r

 
1

2
U

U  
Знак  

U  
Знак 

A  
Направле-

ние процес-
са в потен-
циальном 

поле 
1 Разноимен-

ные элек-
трические 
заряды 

электро-
статиче-
ское 

притяжение 
r
qqk 21  12 rr   12 UU   - + по градиен-

ту 
отталкива-
ние r

qqk 21  12 rr   12 UU   + - против гра-
диента 

2 Одноимен-
ные элек-
трические 
заряды 

электро-
статиче-
ское 

притяжение 
r
qqk 21  12 rr   12 UU   + - против гра-

диента 
отталкива-
ние r

qqk 21  12 rr   12 UU   - + по градиен-
ту 

3 Элементар-
ные массы 

1m  и 2m  

гравитаци-
онное 

притяжение 
r
mm 21

 

12 rr   12 UU   - + по градиен-
ту 

отталкива-
ние r

mm 21

 

12 rr   12 UU   + - против гра-
диента 

4 Деформа-
ция пружи-
ны 

поле упру-
гих сил 

сжатие 
2

2xk   12 xx   12 UU   + - против гра-
диента 

растяжение 
2

2xk   12 xx   12 UU   + - против гра-
диента 

5 Фотоэф-
фект 

электро-
статиче-
ское 

отталкива-
ние r

qqk 21  12 rr   12 UU   - + по градиен-
ту 
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жения обратных значений соответствующих
энергий подсистем [19]. Аналогично рассчи-
тывается приведенная масса для относи-
тельного движения изолированной системы
двух частиц.

2. В системах, в которых взаимодей-
ствие идет против градиента потенциала (от-
рицательная работа), выполняется алгебра-
ическое сложение их масс и соответствую-
щих энергий подсистем (аналогично гамиль-
тониану).

Исходные критерии

Из уравнения (10) следует, что резуль-
тирующая энергетическая характеристика си-
стемы взаимодействия двух материальных
точек находится по принципу сложения обрат-
ных величин исходных энергий взаимодейству-
ющих подсистем.

«Электрон с массой m, движущийся око-
ло протона с массой М, эквивалентен части-
це с массой: 

Mm
mMmпр 

  » [10, с. 12].
Поэтому, модифицируя уравнение (10),

можно предположить, что энергия валент-
ных орбиталей атома (ответственная за ме-
жатомные взаимодействия) может быть
рассчитана [19] по принципу сложения об-
ратных величин некоторых исходных энер-
гетических составляющих согласно урав-
нениям:

PnWrq Эiii

111
2   или  WrnqP i

111
2

0

 ;

Э 0 iP P r  (11), (12), (13)

где Wi – орбитальная энергия электронов [16]; ri –
орбитальный радиус i-й орбитали [20]; q = Z*/n* –
по [13; 14], ni – число электронов данной орбита-
ли, Z* и n* – эффективный заряд ядра и эффектив-
ное главное квантовое число, r – размерные ха-
рактеристики связи.

Величина Р0 названа пространственно-
энергетическим параметром (ПЭП), а вели-
чина РЭ – эффективным Р-параметром (эф-
фективный ПЭП). Эффективный ПЭП имеет
физический смысл некоторой усредненной
энергии валентных электронов в атоме и из-
меряется в единицах энергии, например, в элек-
трон-вольтах (эВ).

Значения Р0-параметра являются табу-
лированными постоянными величинами для
электронов данной орбитали атома.

Для размерности ПЭП можно записать:

         
3

2

20
кгмР E r hq
с

           Дж м,

где [E], [h] и [] – размерности энергии, постоян-
ной Планка и скорости.

Введение Р-параметра следует рас-
сматривать как последующее развитие ква-
зиклассических представлений с использова-
нием квантово-механических данных по
строению атома для получения критериев
энергетических условий фазообразования.
При этом для систем одноименно-заряжен-
ных (например, орбитали в данном атоме)
однородных систем сохраняется принцип ал-
гебраического сложения таких параметров:

 Э 0 iР Р r  ; 0
Э

Р
Р

r
 . (14), (15)

или:
...'''"'

0000  PPPР ; Э 0r P Р  , (16), (17)

где Р-параметры суммируются по всем валентным
орбиталям атома.

Для вычисления значения РЭ-парамет-
ра на данном расстоянии от ядра в зависи-
мости от вида связи вместо r может исполь-
зоваться или атомный радиус (R), или ион-
ный радиус (rИ).

Кратко о достоверности такого подхода.
Как показали расчеты, величины РЭ-парамет-
ров численно равны (в пределах 2 %) полной
энергии валентных электронов (U) по статис-
тической модели атома. Используя известное
соотношение между электронной плотностью
() и внутриатомным потенциалом по статис-
тической модели атома [5], можно получить
прямую зависимость РЭ-параметра от элект-
ронной плотности на расстоянии ri от ядра.

Рациональность данной методики была
подтверждена путем расчета электронной
плотности с использованием волновых функ-
ций по Клементи [15] и сопоставлением ее с
величиной электронной плотности, вычислен-
ной через значение РЭ-параметра.
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Волновое уравнение
Р-параметра

Для характеристики пространственно-
энергетических свойств атома введены два
вида Р-параметров, связь между которыми
простая: 0

э

Р
Р

R
 , где R – размерная характе-

ристика атома.
Учитывая дополнительные квантовые

характеристики подуровней в атоме, это урав-
нение в координате х можно записать как

0
э

Р
Р

х


 


 или 0

э
Р

Р
х


 


,

где величина Р равна разности между Р0-парамет-
ром i-й орбитали и РОТ – параметром отсчета (па-
раметром основного состояния при данном набо-
ре квантовых чисел).

Согласно установленному [19] правилу
сложения Р-параметров одноименно-заряжен-
ных или однородных систем для двух орбита-
лей в данном атоме с разными квантовыми
характеристиками и в соответствии с законом
сохранения энергии получаем:

э э э,
Р Р Р     ,

где РЭ, – пространственно-энергетический пара-
метр квантового перехода.

Приняв за размерную характеристику
взаимодействия =х, имеем:

0 0 0
" 'P P P  

  
 или 0 0 0

' " PP P    
  

.

Разделим еще раз почленно на :

00 0

2

' " PP P          
,

где 0 0
' "P P       

~
2

0

2

d P

d
, тоо есть 

2
0 0

2 2
0d P P

d
 

 
.

Учитывая только те взаимодействия, при
которых 2х = (замкнутый осциллятор),
получаем уравнение:

2
0 02
2 2

04
d P P

dx
 


.

Так как 
v

h

m
  , то 

2
0 02 2 2
2 2

04 v
d P P

m
dx h

 

или
2 2

0
02 2

8 0md P
P Ek

dx h
   (18)

где 
2

2
mV

Ek  – кинетическая энергия электрона.

Уравнение Шредингера для стационар-
ного состояния в координате х:

2 2

2 2
8 0md

Ek
dx h

    .

Из сравнения этих двух уравнений сле-
дует, что Р0-параметр численно коррелирует
с величиной -функции: Р0 , а в общем слу-
чае ей пропорционален: Р0 ~. Учитывая ши-
рокие практические возможности применения
методологии Р-параметра, можно считать
этот критерий материализованным аналогом
-функции [17; 18].

Так как Р0-параметры, как и -функ-
ция, обладают волновыми свойствами, то
для них должны выполняться принципы су-
перпозиции, что определяет линейный харак-
тер уравнений сложения и изменения Р-па-
раметров.

Квантовые свойства Р-параметра

Согласно Планку энергия осциллятора (Е)
может принимать только дискретные значе-
ния, равные целому числу элементарных пор-
ций – квантов энергии:

 nE = h = hc/, (19)

где h – постоянная Планка,  – частота электро-
магнитной волны, с – ее скорость,  – длина вол-
ны, n = 0, 1, 2, 3…0

Уравнение Планка также дает строго
определенную связь между двумя способа-
ми описания явлений природы – корпускуляр-
ными и волновыми.

Р0-параметр, как первичная энергетичес-
кая характеристика структурных взаимодей-
ствий, аналогично уравнению (19) может
иметь простую зависимость от частоты кван-
товых переходов:

 0 0( )P   ,  (20)
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где  – длина волны квантового перехода [1];  =
h/(2); 0 – кайзер, единица волнового числа,
равная 2,9979·1010 Гц.

Согласно уравнению Ридберга произве-
дение правой части этого уравнения на вели-
чину (1/n2 – 1/m2), где n и m – главные кванто-
вые числа, должно дать постоянную величи-
ну. Поэтому может выполняться уравнение:

 2 2 2 2
0 1 1 0(1 1 ) ( )(1 1 )P n m N n m    ,  (21)

в котором постоянная величина N имеет фи-
зический смысл волнового числа и является
равной для атома водорода: 2·102Å-1.

Соответствующие расчеты приведены в
таблице 2, где ri = 0,5292 Å – орбитальный
радиус 1S-орбитали и ri

 = 22 · 0,5292 =
2,118 Å – это значение примерно равно орби-
тальному радиусу 2S-орбитали.

Величина Р0-параметра получена по
уравнению (12), например, для 1S-2P пере-
хода:

1/P0 = 1/(13,595·0,5292) + 1/14,394 P0 = 4,7985 эВÅ.

Значение q2 взято по [13; 14], для электро-
на в атоме водорода оно численно равно произ-
ведению энергии покоя на классический радиус.

Точность полученных соотношений на-
ходится в пределах относительной погрешно-
сти 0,06 (%), то есть формула (21) работает в
пределах точности самих исходных данных.

В уравнении (21) тоже есть связь меж-
ду квантовыми характеристиками структур-
ных взаимодействий частиц и частотами со-
ответствующих электромагнитных волн.

Но в данном случае имеется зависимость
между пространственными, распространенными

по координате параметрами. Так, у Р0-парамет-
ра эффективная энергия умножается на размер-
ную характеристику взаимодействий, а в пра-
вой части уравнения (21) величина кайзера ум-
ножается на длину волны квантового перехода.

В таблице 2 показана возможность при-
менения уравнения (21) и для комптоновской
длины волны электрона (к = 2,4261·10-12 м),
которое в этом случае принимает вид:

7
0 010 ( )kP     (22)

(с относительной погрешностью 0,25 %).

Целочисленные десятичные значения
выявляются и при анализе соотношений в си-
стеме «протон – электрон» (см. табл. 3).

1. Протон в ядре, энергии трех кварков:
5 + 5 + 7  17 (МэВ)  Рр  17 МэВ · 0,856 ·
· 10-15 (м)  14,552 · 10-9 эВм. Аналогично для
электрона Ре = 0,511 (МэВ) · 2,8179 · 10-15 (м)
(классический радиус электрона)  Ре =
= 1,440 · 10-9 эВм.

Поэтому Рр  10 Ре .  (23)
2. Свободный протон Рn = 938,3 (МэВ) ·

· 0,856 · 10-15 (м) = 8,0318 · 10-7 эВм. Для элект-
рона в атоме: Ра = 0,511 (МэВ) · 0,5292 · 10-5 (м) =
= 2,7057 · 10-5 эВм.

И тогда 3Ра  102Рn.  (24)
Относительная погрешность расчетов по

этим уравнениям находится в пределах точ-
ности исходных данных для протона (  1 %).

Из таблиц 2 и 3 следует, что волновое
число N квантуется по десятичному принципу:

N = n10Z,

где n и Z – целые числа.

Таблица 2

Квантовые свойства параметров атома водорода

Орби-
тали 

Wi 
(эВ) 

ri 
(Å) 

qi
2 

(эВÅ) 
Р0 

(эВÅ) 
Р0(1/n1

2 – 1/m1
2) 

(эВÅ) 
N 

(Å-1) 
λ 

(Å) 

Кванто
вый 

пере-
ход 

Nhλν0 
(эВÅ) 

Nhλν0 
(1/n2 – 
1/m2) 
(эВÅ) 

1S 13,595 0,5292 14,394 4,7985 3,5989 2•102 1 215 1S-2P 4,7951 3,5963 
1S      2•102 1 025 1S-3P 4,0452 3,5954 
1S      2•102 912 1S-nP 3,5990 3,5990 
2S 3,3988 2,118 14,394 4,7985 3,5990 2•102 6 562 2S-3P  3,5967 
2S      2•102 4 861 2S-4P  3,5971 
2S      2•102 3 646 2S-nP  3,5973 
1S 13,595 0,5292 14,394 4,7985  107 2,4263•10-2 – 4,7878  
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Можно отметить и другие примеры урав-
нений электродинамики, в которых есть цело-
численные десятичные функции, например, в
формуле

4p0с2 = 107,

где 0 – электрическая постоянная.

В работе [2] получено выражение зави-
симости постоянных величин электромагнит-
ных взаимодействий от значения Ре-парамет-
ра электрона:

 k0c = k/(0c) = Pe
1/2c2   10/  (25)

где k = 2/ 3; 0 – магнитная постоянная; с – элек-
тромагнитная постоянная;  – постоянная тон-
кой структуры.

Все вышеприведенные выводы основа-
ны на применении достаточно точных формул
в пределах точности самих исходных данных.

Выводы

1. Два принципа сложения энергетичес-
ких характеристик взаимодействия функцио-
нально определяются направлением взаимо-
действия по градиенту потенциала (положи-
тельная работа) или против градиента потен-
циала (отрицательная работа).

2. Получено уравнение зависимости про-
странственно-энергетического параметра от
спектральных и частотных характеристик в
атоме водорода.
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Abstract. The quantum ideas about the structure of atoms and molecules are the
foundation of modern scientific theories. So, the steady angular momentum of the electron is
an integer multiple of Planck’s constant. It is the principal quantum number, and three others
in general uniquely characterize the state of any atom. The multiplicity of atomic quantum
characteristics is manifested in the spectral data for simple and complex structures.

The article shows that in two-particle interactions the principle of summing the inverse
quantities of subsystems energetic characteristics is carried out during the processes which
occur by potential gradient, and the principle of their algebraic addition – during the processes
which occur against potential gradient. The authors calculated the equation of dependence of
spatial and energetic parameter of free atoms from their wave, spectral and frequency
characteristics.
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